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Logique du premier ordre.

Calcul des prédicats du premier ordre, ou
Calcul des relations,

1. Définition :
La logique du premier ordre est l'introduction :

d'un ensemble V de symboles désignant des variables, toujours infini

un ensemble C de constantes (vide)

d'un ensemble F de symboles désignant des fonctions, éventuellement vide.

d'un ensemble P de symboles désignant des prédicats,

ainsi que des connecteurs logiques et deux symboles Vet appelés quantificateurs.
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Cela permet ainsi de formuler des énoncés tels que, « Tout x est P » en symboles, Vx P(x)
Les constantes sont des fonctions d’arité 0

Les prédicats représentent :
v’ des propriétés, s’ils sont a une place (unaires), ou
v des relations n-aires, entre n individus de cet ensemble.
Exemple :
« est mortel » prédicat unaire P(homme)
« est positif » P(x) est le prédicat x positif
P(x,y) estle prédicatx <y  (oux=y)

1.1. Termes

Ce sont des formules composées de manicre récurrente comme suit :

e toute variable x, élément de V , est un terme,

e toute constante X, élément de C , est un terme,

e si tl,t2,....tn sont des termes de T et f est un symbole de fonction n-aire et, alors
f(t1,t2,...,tn) est un terme.

Un terme est clos s'il ne contient pas de nom de variable.
Exemple :F ={f,g} d’arité 1,2 et V={x,y} C={a}
T={a xy,....... f(a),f(x),f(y),....... g(a,a), g(a,x),g(a,y),....g(a,f(a)), g(a,f(x))........ }

Les termes ont pour but de représenter les objets sur lesquels vont s'appliquer des prédicats.
Appelons T I'ensemble des termes

1.2. Formules atomiques (ler ordre)

Soient t1,t2,....tn des termes de T et p un prédicat de P, d’arité n alors p(t1,t2,...,tn)
est une formule atomique ou atome.
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1.3. Formules du premier ordre

La Syntaxe de construction des formules est donnée de maniere récurrente :

a. chaque variable est une formule ;

b. si A est une formule alors —A 1’est aussi ;

c. si A et B sont des formules alors A k B ’estaussik € {—v A —> ©,....}
Les parenthéses assurent 1’unicité de la lecture (sens , sémantique) des propositions sans
ambigUIte. .. ..o )

Exemple: AvB,A-> B,
1.3.1. Pour évaluer une formule ou comment une formule a été composée ?

Grace aux régles d’analyse suivantes, des formules en sous-formules (immédiates) jusqu’a
arriver aux propositions atomiques a savoir les variables propositionnelles.

les variables propositionnelles n’ont pas de sous-formules ;

de —A on passe a A comme sous-formule ;

AAB AvB A—B A©B ont A et B comme sous-formules ;

Des parentheses les plus externes aux plus internes on passe aux sous-formules.

/o o

e Pour déterminer si les chaines données sont des propositions, il suffit de
déterminer leur arbre de décomposition selon les régles d’analyse données.

e Avant toute tentative de décomposition de la proposition, il est judicieux de
vérifier la régle des parenthéses ; a savoir les parenthéses ouvrantes (
doivent égaler les parenthéses fermantes ).

((P2Q) oR)
(PoQ) oR
(PTQ) R
PoQ
P Q

On arrive finalement & décomposer la proposition en ¢léments atomiques P Q R
qui appartiennent a I’ensemble des propositions et en utilisant les régles d’analyses
données
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1.3.2. Forme normale conjonctive : conjonction de disjonctions
LaFNC de AV (BAC) est (AVvB)A(AVC)
1.3.3. Forme normale disjonctive : disjonction de conjonctions

Toute formule admet une seule FNC et plusieurs FND.

1.4. Modele d'un langage du premier ordre
L’interprétation est un domaine dans lequel on donne un sens aux symboles du
langage.(ex le sens du symbole —est non )
Et qui associe a tout symbole de prédicats, une fonction booléenne {0,1}
Une interprétation I est un modele d’une formule close A, si A est vraie dans I, on note
I =A
2. Les clauses.

2.1. Définition d’une Clause :
Une clause est une proposition de la forme 11 v 12 v ....In ou i est soit une proposition
atomique (littéral positif) soit la négation d’une proposition atomique (littéral négatif)

2.2. Clauses de Horn : ce sont des clauses avec au plus un littéral positif
(proposition atomique).

3. Le calcul des propositions

Le calcul des propositions définit les régles de déductions qui relient les propositions entre
elles, sans étudier le contenu : ¢’est une construction syntaxique ou on parle vérité, 17 étape
de logique et de raisonnement.

Sachant qu’un théoréme est par définition formé des axiomes et de théorémes dérivés eux-
mémes des théorémes déja congus par les régles de déduction.

3.1. Un axiome est une formule qui par définition est un théoréme et une régle de
déduction.
Ex:xvx =x X=>XVy
Une formule A est un théoréme par ’écriture |- A

3.2. Les regles de déduction :
Pour affirmer que les mots sont des théorémes, il faut pouvoir les déduire de dérivations a
partir de ’axiome S et de la reégle R.

3.3. Larégle de substitution
A un théoréme ou figure la variable x, alors pour toute formule B, la substitution de B a x, en
chacune des occurrences de x , engendre un théoréme
Notation : |- A alors |- (B/x)A

Exemple : soit les axiomes et régles de production d’un langage L

S:aja xox etdelarégle R:xoy = bxoby

Nous pouvons dériver les théorémes suivants :

S : ana = baoba - bbaobba - bbbaobbba >....ou bien

S : xox—> bxobx = bbxobbx —> bbbaobbba = ... par substitution de b a x
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4. Le calcul des prédicats.

Le calcul des propositions présenté en §3 est une version réduite du calcul des prédicats,
(arité 0) sans les quantificateurs Vet 3. Il permet de batir des démonstrations de formules
logiques.

Le calcul des prédicats s’intéresse au contenu des propositions et permet de définir quels sont
les énoncés qui sont valides et quels sont ceux qui ne le sont pas. Exemple :

Si on se donne pour C constantes les deux symboles 0 et 1,

Pour F symboles de fonctions binaires + et .,

Et pour P symboles de prédicats binaires les symboles = et <,

Alors le langage utilisé€ peut étre interprété comme étant celui de 'arithmétique. X ety
désignant des variables, x+1 est un terme,

Question ?

Quels axiomes et reégles ? Pouvez vous donner pour ce langage

Vx (x =x) P(x,y) =x=y .
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